
8. Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà äâà

âåêòîðà

Íåêà a å âåêòîð è l å åäèíè÷íà îñ ñ åäèíè÷åí âåêòîð e. Âçèìàìå ïðîèçâîëåí ïðåäñòàâèòåë−−→
AB íà a è ïðåêàðâàìå îñòà l′ ïðåç , åäíîïîñî÷íî óñïîðåäíà íà l. Îïðåäåëåí å úãúëúò

ϕ ∈ [0, π] ìåæäó îñòà l′ è íàñî÷åíàòà îòñå÷êà
−−→
AB. Òîçè úãúë ùå íàðè÷àìå úãúë ìåæäó

âåêòîðà a è îñòà l. Îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê ABB′ ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ôîðìóëà

çà îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà âåêòîðà
−−→
AB âúðõó îñòà l:

ïðla = |a|cosϕ.

Äåôèíèöèÿ.1: Íåêà ñà äàäåíè íåíóëåâèòå âåêòîðè a,b. Äà îçíà÷èì ñ ϕ ∈ [0, π]
úãúëà ìåæäó òÿõ. Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå <a,b> íà íåíóëåâèòå âåêòîðè a,b íàðè÷àìå

ïðîèçâåäåíèåòî îò äúëæèíèòå èì è êîñèíóñà íà úãúëà ϕ, çàêëþ÷åí ìåæäó òÿõ:

ab = |a||b|cosϕ.

Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà íóëåâèÿ âåêòîð 0 ñ êîé äà å âåêòîð ïî îïðåäåëåíèå ñ÷èòàìå

÷èñëîòî 0. Â ñèëà ñà ñúùî òàêà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

1) êîìóòàòèâåí çàêîí: <a,b>=<b,a>;

2) äèñòðèáóòèâåí çàêîí: <a,b+c>=<a,b>+<a,c>;

3) < λ a,b>=λ<a,b>;
4) <a,a>=a2, êàòî ðàâåíñòâî èìàìå êîãàòî a=0.
Òóê a,b,c ñà ïðîèçâîëíè âåêòîðè, à λ ∈ R.
Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðè ñ ãîðíèòå ñâîéñòâà å ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ïî

ñìèñúëà íà ëèíåéíàòà àëãåáðà. Ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî íà ñâîáîäíèòå âåêòîðè ñ âúâåäåíî

ïîëîæèòåëíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, å Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ïî ñìèñúëà íà ËÀ.

Ïðèìåðè ñà ïðàâàòà, êàòî åäíîìåðíî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî è ðàâíèíàòà êàòî äâóìåðíî

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà.1: Íåêà a6= 0, b6= 0. Òîãàâà <a,b=0>, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî a ⊥ b.

Äîêàçàòåëñòâî:

<a,b>=|a||b|cos∠(a,b)⇔ cos∠(a,b) = 0⇔ ∠(a,b) = π
2 ⇔ a ⊥ b.

Íåêà å äàäåíà îðòîíîðìèðàíà êîðäèíàòíà ñèñòåìà: K = Oe1e2e3, |e1| = |e2| = |e3| = 1 è

e1⊥e2⊥e3.
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2Òåîðåìà.2: Íåêà ñïðÿìî K, âåêòîðèòå a,b èìàò ñúîòâåòî êîîðäèíàòè (a1, a2, a3) è

(b1, b2, b3). Òîãàâà <a,b>= a1b1 + a2b2 + a3b3.
Äîêàçàòåëñâòî:

Íåêà a 6= 0, b 6= 0. Íåêà
−→
OA=a è

−−→
OB=b.−→

OA = (a1, a2, a3) è
−−→
OB = (b1, b2, b3).

Ðàçãëåæäàìå M OAB: Îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà ñëåäâà:

|
−−→
AB|2 = |

−→
OA|2 + |

−−→
OB|2 − 2

−→
OA
−−→
OBcosϕ

|
−→
OA|2 = a1

2 + a2
2 + a3

2,

|
−−→
OB|2 = b1

2 + b2
2 + b3

2,

|
−−→
AB|2 = (b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2,

<a,b> = |
−→
OA||

−−→
OB|cosϕ =

|
−→
OA2|+ |

−−→
OB|2 − |

−−→
AB|2

2
,

êàòî çàìåñòèì ïîëó÷àâàìå <a,b>= a1b1 + a2b2 + a3b3. Òóê ϕ å úãúëà ìåæäó äâàòà

âåêòîðà.

Îò òåîðåìà.1 è òåîðåìà.2 ñëåäâà, ÷å àêî a ⊥ b, òî <a,b>= a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0. Ñúùî
òàêà, âèæäàìå ÷å:

cosϕ =
< a,b >

|a||b|
=

a1b1 + a2b2 + a3b3√
a1 2 + a2 2 + a3 2 +

√
b1 2 + b2 2 + b3 2

.

Òâúðäåíèå: Íåêà K = Oe1e2e3 e ïðîèçâîëíà àôèííà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Íåêà

a(a1, a2, a3), b(b1, b2, b3) ñà ïðîçâîëíè âåêòîðè ñ êîîðäèíàòè ñïðÿìî K. Òîãàâà:

<a,b>=
3∑
i,j
gijaibj , êúäåòî gij =< ei, ej > .

Äîêàçàòåëñòâî:

a=a1e1 + a2e2 + a3e3, b=b1e1 + b2e2 + b3e3.
<a,b>=<a1e1 + a2e2 + a3e3, b1e1 + b2e2 + b3e3>=
=<a1e1, b1e1 + b2e2 + b3e3>+<a2e2, b1e1 + b2e2 + b3e3>+<a3e3, b1e1 + b2e2 + b3e3>=

=
3∑
i,j
< ei, ej > aibj =

3∑
i,j
gijaibj .


